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En 1977, Alexander montra que les auto-appliations holomorphes propres de la boule
eulidienne de Ck (k ≥ 2) sont des automorphismes [2℄. Peu avant, Pinhuk ([23℄, 1974)
avait établi un résultat analogue pour les domaines stritement pseudoonvexes à bords
lisses lorsque les appliations se prolongent diérentiablement au bord. La déouverte d'un
phénomène tranhant aussi singulièrement ave le as unidimensionnel souleva une question
qui est demeurée ouverte :
Question. Une auto-appliation holomorphe propre d'un domaine pseudoonvexe borné à
bord lisse dans Ck est-elle néessairement un automorphisme lorsque k > 1 ?
L'hypothèse de régularité du bord est évidemment néessaire omme le montrent l'ex-
emple de (w, z2) sur le bidisque ou d'autres bassins d'attration. Une première série de
travaux s'insrivit dans la perspetive ouverte par Alexander. Ainsi, Pinhuk ([24℄, 1978)
montra omment ramener le as stritement pseudoonvexe à elui de la boule par un
argument de dilatations de oordonnées. Henkin et Tumanov ([29℄, 1982) puis Henkin
et Novikov ([18℄, 1984) généralisèrent le résultat d'Alexander aux domaines symétriques
bornés. Les progrès aomplis dans les années 80 sur le prolongement des appliations holo-
morphes propres ont onsidérablement simplié l'abord de ette question. En partiulier,
le théorème d'Alexander devient limpide ar les appliations se prolongent au voisinage
de la frontière ([4℄, 1983). Dans e ontexte, une nouvelle vague de travaux aborda le as
des domaines faiblement pseudoonvexes. Citons les plus marquants. Bedford et Bell ([3℄,
1982) ont résolu le as où bΩ est analytique réel. Diederih et Fornaess ([13℄, 1982) elui où
le lieu de faible pseudoonvexité est petit (de mesure 2k−3 dimensionnelle nulle). D'autres
réponses onernent des domaines présentant des symétries. Citons Berteloot et Pinhuk
([9℄, 1994) pour les domaines de Reinhardt de C2 bornés omplets et distints du bidisque ;
Berteloot ([8℄, 1998) pour les domaines de Reinhardt de Ck bornés à frontière C2. Coupet,
Pan et Sukhov ([12℄, 2001) ont traité le as des domaines erlés de type ni de C2. Enn,
dans un registre sensiblement diérent, Tsaï ([28℄, 1993) retrouve et prolonge les résultats
de Henkin-Novikov. Le leteur pourra onsulter l'artile de revue de Forstneri£ [16℄ pour
d'autres référenes.
La plupart de es travaux reposent sur une stratégie ommune exploitant la ompétition
entre deux phénomènes : l'ensemble ritique roît ave l'itération mais sa trae au bord
reste limitée par le lieu de faible pseudoonvexité.
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Dans et artile, nous adoptons un nouveau point de vue axé sur une approhe plus
dynamique. Nous montrons que l'entropie des prolongements au bord est toujours portée
par le lieu de faible pseudoonvexité et onfrontons ette ontrainte à la rihesse dynamique
en présene de degré.
Dans ette perspetive, nous étudions le lien entre la dynamique d'une appliation au
bord et à l'intérieur d'un domaine. Cette dernière est gouvernée par une dihotomie remar-
quable. Elle est soit non-réurrente, e qui signie que toutes les limites sont à valeurs dans
le bord, soit réurrente auquel as l'orbite de tout ompat reste relativement ompate.
Dans le as d'une dynamique réurrente, toutes les limites sont des automorphismes d'une
même variété holomorphe obtenue par rétration du domaine. Nous dirons que ette variété
est le rétrat de l'appliation.
Notre premier résultat montre que la régularité du bord est une obstrution à la réur-
rene :
Théorème 1. Soit Ω un domaine borné de Ck possédant une fontion p.s.h lisse et dénis-
sante globale. Soit f : Ω −→ Ω une appliation holomorphe propre dont la dynamique est
réurrente. Le rétrat de f ne peut être ni un point ni une surfae de Riemann. Si k = 2
alors f est un automorphisme.
Soulignons que l'essentiel de la démonstration de e théorème est valable en toutes
dimensions.
La démonstration de e théorème s'adapte aux dynamiques non-réurrentes en se re-
streignant à une lasse de domaines possédant de bonnes fontions pis p.s.h : les domaines
LB-réguliers. Cette lasse englobe les domaines de type ni de C2 et les domaines strite-
ment géométriquement onvexes. Nous montrons que l'entropie de f|bΩ est portée par le
lieu de faible pseudoonvexité en ontrlant son ensemble non-errant NW (f|bΩ) :
Théorème 2. Soit Ω un domaine borné de Ck à bord lisse et LB-régulier dont le bord
ontient au moins deux points de faible pseudoonvexité. Soit f : Ω −→ Ω holomorphe
propre se prolongeant diérentiablement au bord et dont la dynamique est non-réurrente.
Alors l'alternative suivante a lieu :
1. les limites de fn sur Ω et sur SPC(bΩ) sont des points identiques de FPC(bΩ) et
NW (f|bΩ) ⊂ FPC(bΩ)
ou
2. fn onverge loalement uniformément sur Ω et sur SPC(bΩ) vers a ∈ SPC(bΩ) et
NW (f|bΩ) ⊂ FPC(bΩ) ∪ {a}.
Enn, nous faisons aboutir notre stratégie pour la lasse des domaines disqués de C2.
Nous obtenons une généralisation du résultat de Coupet-Pan-Sukhov [12℄ :
Théorème 3. Soit Ω ⋐ C2 un domaine pseudoonvexe disqué, LB-régulier et dont la
fontion de jauge est lisse. Alors toute appliation holomorphe propre de Ω dans lui-même
est un automorphisme de Ω.
La démonstration de e théorème épouse parfaitement le point de vue développé par
et artile. Lorsque f n'est pas injetive on voit, en utilisant les théorèmes 1 et 2 ainsi que
la géométrie du domaine, que toute la dynamique de f|bΩ se onentre sur un unique erle
de faible pseudoonvexité. Des estimations standards d'entropie topologique montrent que
ei est impossible.
L'artile est organisé de la façon suivante. La première partie onerne la dynamique
des appliations onsidérées. Nous y préisons la dihotomie réurrene/non-réurrene
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et présentons ertains exemples typiques. La deuxième partie ontient des préliminaires
tehniques standards. Dans la troisième partie, nous expliquons pourquoi le bord du bassin
d'un point attratif ne peut être lisse. Ce as simple ore une esquisse de démonstration
pour les théorèmes 1 et 2. Dans la quatrième partie, nous établissons des estimées de
dérivées pour les appliations CR. Nous utilisons es estimées dans la inquième partie pour
mettre en évidene l'expansivité des systèmes dynamiques réurrents. Nous en déduisons
immédiatement le théorème 1. Dans la sixième partie, nous adaptons les raisonnements
préédents pour obtenir le théorème 2. Enn, la septième partie traite des domaines disqués
et ontient la preuve du théorème 3.
Je tiens à remerier Franois Berteloot pour les suggestions mathématiques et stylis-
tiques dont il m'a fait bénéier.
Notations :
 SPC(bΩ) est l'ensemble des points de strite pseudoonvexité de bΩ.
 FPC(bΩ) est l'ensemble des points de faible pseudoonvexité de bΩ.
 Si x ∈ FPC(bΩ), la omposante onnexe de x dans FPC(bΩ) est un ompat de bΩ
noté FPC(x)
 Si p ∈ bΩ, ~N(p) est la normale à bΩ en p, dirigée vers l'intérieur de Ω.
 Si z1, z2 ∈ Ck, D(z1, z2) est le disque de z1 + C · (z2 − z1) de diamètre [z1, z2].
 C(z1, z2) = bD(z1, z2).
 Cα(z1, z2) est l'ar de erle de C(z1, z2) = bD(z1, z2) entré en z1 d'ouverture angu-
laire 2α.
 Dr := {z ∈ C, |z| < r}.
 dKΩ (ou dK en l'absene d'ambiguïté) est la distane de Kobayashi dans Ω.
1 Dynamiques holomorphes dans un domaine.
Comme le montre le résultat suivant, la dynamique d'une appliation holomorphe d'un
domaine dans lui-même est soumise à une alternative simple :
Théorème 1.1. Si Ω est un domaine taut de Ck et f est une appliation holomorphe de




) −→ 0 loalement uniformément
ou
2. il existe une sous-variété holomorphe M de Ω et, parmi les limites de (fn)n, une
rétration holomorphe ρ : Ω −→ M (ρ ◦ ρ = ρ). De plus, f|M ∈AutM et toutes les
limites de (fn)n sont de la forme γ ◦ ρ où γ ∈AutM .
Dans le premier as nous dirons que la dynamique de f est non-réurrente, dans le
seond qu'elle est réurrente.
Nous renvoyons au livre de M. Abate [1℄ pour une démonstration de e résultat (théorèmes
2.1.29 et 2.4.3). Soulignons que les domaines pseudoonvexes bornés à bord lisse sont taut.
Remarque 1.2. Lorsque dimM < k, on peut penser aux bres de la rétration omme aux
variétés stables de f ; f éhange es bres (ρ◦f = f ◦ρ) et sa dynamique y est ontratante.
Comme les automorphismes sont des isométries pour la distane de Kobayashi, ei ne
peut se produire que lorsque f est non-injetive. Par ontre, lorsque la dimension de M est
maximale, M oïnide ave Ω, ρ ave l'identité et f est un automorphisme de Ω.
Dérivons quelques exemples de dynamique réurrente.
1. Exemples de Lattès. Dans la situation extrême où le rétrat est de dimension nulle,
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la suite (fn)n onverge loalement uniformément vers un point de Ω. Tel est le as des ap-
pliations polynomiales homogènes et non-dégénérées de Ck ar elles possèdent un bassin
d'attration superattratif à l'origine. Parmi elles-i, un exemple partiulièrement frap-
pant, étudié par C. Dupont dans [14℄, est obtenu en relevant à Ck un endomorphisme de
Lattès de Pk−1. Pour et exemple, le bord du bassin superattratif est lisse et sphérique en
dehors de la trae d'un ensemble algébrique.
2. Exemple de Yooz ; persistene des variétés stables. L'appliation (w, z) 7−→
(w,wz + z2) produit un rétrat (D × {0}) de dimension 1 dans C2 et induit une auto-
appliation propre sur le bassin d'attration de elui-i. Yooz montre par un argument
élémentaire que, pour la plupart des ξ ∈ bD, les variétés stables des (w, 0) ne disparaissent
pas quand w tend radialement vers ξ et produisent une trae analytique dans le bord. Il
établit ainsi très simplement l'existene de disques de Siegel ([30℄).
Ce phénomène de persistene des variétés stables est remarquable et on peut se deman-
der s'il est général. Cei entraînerait que le bord d'un domaine soutenant une dynamique
réurrente de rétrat non-trivial ontient des variétés analytiques. La famille que nous
dérivons maintenant montre que e phénomène de persistene n'a pas toujours lieu. Elle
est obtenue en perturbant l'exemple de Yooz.
3. La famille fα = (we




(w, z) 7−→ (wei2πα, wz + z2)
et Bα = {(w, z) ∈ C2 | fnα,2(w, z) −→ 0} où fnα := (fnα,1, fnα,2).
Le domaine Bα est pseudoonvexe et ontenu dans D × D2. L'appliation fα induit une
appliation propre de Bα dans lui-même. On pourra observer que Bα ontient le triangle
T := {|w| + |z| < 1} et que fα(T ) ⊂ T , si bien que Bα = ∪f−nα (T ). La dynamique de fα
est réurrente sur Bα, la rétration est donnée par ρ(w, z) = (w, 0) et M = D× {0}. Pour
tout w ∈ D, nous noterons Fw la bre de ρ au dessus de (w, 0).
Pour α = 0, on retrouve l'exemple de Yooz et la bre Fw oïnide ave le bassin
d'attration de z 7→ wz + z2 à l'origine.
Nous allons voir, par un argument de atégories de Baire, que es bres disparaissent
pour ertaines valeurs de α. Plus préisément, le rayon onforme r(α,w) de Fw en (w, 0)




r | ∃ψ ∈ O(Dr, {w} × C) t.q.
∣∣∣∣ i) ψ(0) = (w, 0) et |ψ′(0)| = 1ii) ψ(Dr) ⊂ Bα
}
.
On dénit de même r˜(α,w) en remplaçant ii) par une ondition moins ontraignante :
r˜(α,w) := sup
{
r | ∃ψ ∈ O(Dr, {w} × C) t.q.










On vérie failement le lemme suivant :
Lemme 1.3. Les fontions r(α, ·), r˜ et R˜ sont semi-ontinues supérieurement sur D, R×D
et R respetivement.
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L'intérêt de la fontion r˜ est d'être semi-ontinue supérieurement en les deux variables.
Notons que r ≤ r˜ et R ≤ R˜. Il s'agit d'exhiber des valeurs de α ∈ R telles que r(α, eiθ) = 0
pour toute valeur de θ. Plus préisément,
Proposition 1.4. Il existe un Gδ dense E de R tel que r(α, e
iθ) = 0 pour tout α ∈ E et
tout θ ∈ R.
Preuve : Commençons par montrer que
R˜ = 0 sur Q. (1)
Soit α = p/q ∈ Q et w0 = ei2πβ , β ∈ Q. L'itérée q-ième de fα est de la forme f˜α(w, z) :=
f qα(w, z) = (w,Pw(z)) où Pw(z) = w
qz+· · ·+z2q . L'origine étant dans le Julia du polynme
Pw0 , elle adhère à son bassin d'attration de l'inni. Cei implique que r˜(α,w0) = 0 et don
que R˜(α) = 0.
Vérions maintenant que
r(α, ·) ≡ R(α) pour α ∈ R\Q. (2)
Fixons pour ela w et w′ dans bD et posons wn := wei2πnα pour n ∈ N. Il est lair que
r(α,w) ≤ r(α,wn) ≤ r(α,wn+1).
On en déduit, grâe à la semi-ontinuité supérieure de r(α, ·) et en hoisissant une sous-suite
wnk tendant vers w
′
, que r(α,w′) ≥ lim r(α,wnk) ≥ r(α,w). Ainsi r(α, .) est onstante et
oïnide ave R(α).
Nous sommes maintenant en mesure de dénir l'ensemble E. Puisque R˜ est semi-
ontinue supérieurement, {R˜ = 0} est un Gδ dont la densité résulte de (1). Par le théorème
de Baire, E := {R˜ = 0} ∩ R\Q est également un Gδ dense. D'après (2), on a r(α, eiθ) =
R(α) ≤ R˜(α) = 0 pour tout α ∈ E et tout θ ∈ R. 
2 Préliminaires.
2.1 Struture des appliations holomorphes propres.
Nous présentons ii les propriétés onnues des appliations holomorphes propres qui
nous seront utiles. Si F est une appliation holomorphe propre entre deux domaines de Ck,
nous noterons VF son lieu de branhement. C'est l'ensemble d'annulation du Jaobien de
F .
La première propriété, pour laquelle nous renvoyons à [25℄, dérit la struture de es
appliations en terme de revêtements :
Théorème 2.1. Si F : Ω1 −→ Ω2 est une appliation holomorphe propre entre deux
domaines bornés de Ck alors F est un revêtement ramié ni, 'est-à-dire :
i) F est surjetive et ouverte,
ii) VF et F (VF ) sont des ensembles analytiques de odimension 1,
iii) F : Ω1\F−1(F (VF )) −→ Ω2\F (VF ) est un revêtement ni de degré d. Pour tout
z ∈ Ω2, CardF−1(z) < d si et seulement si z ∈ F (VF ).
Ainsi, lorsque le domaine Ω2 est simplement onnexe, il sut pour que F soit injetive
qu'elle ne branhe pas (VF = ∅). Pour les auto-appliations, la simple onnexité peut être
remplaée par une hypothèse de régularité du bord :
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Lemme 2.2 (Pinhuk [23℄). Si F : Ω −→ Ω est une auto-appliation holomorphe propre
d'un domaine borné à bord lisse alors F est un automorphisme de Ω si et seulement si
VF = ∅.
Notre approhe onsistant à étudier le système dynamique engendré par la restrition
de F à bΩ ou tout au moins à SPC(bΩ), nous utiliserons les résultats de prolongement
suivants :
Théorème 2.3 (Bell [5℄). Toute appliation holomorphe propre entre domaines pseudo-
onvexes bornés de Ck à bords lisses se prolonge diérentiablement à SPC(bΩ1).
Théorème 2.4 (Boas-Straube [10℄). Soit F : Ω1 −→ Ω2 une appliation holomor-
phe propre entre domaines pseudoonvexes bornés de Ck à bords lisses. Si Ω1 possède une
fontion p.s.h lisse et dénissante globale alors F s'étend en une appliation lisse de Ω1.
Diederih et Fornaess ont montré pourquoi la strite pseudoonvexité est une obstru-
tion au branhement (voir [13℄ lemme 4). Il s'agit d'une observation fondamentale que nous
inorporons à la proposition suivante (assertion ii)) :
Proposition 2.5. Soit F : Ω1 −→ Ω2 une appliation holomorphe propre entre domaines
pseudoonvexes bornés de Ck à bords lisses. Si F ∈ C∞(Ω1) alors :
i) F : bΩ1 −→ bΩ2 est surjetive,
ii) F (SPC(bΩ1)) ⊂ SPC(bΩ2) et VF ∩ SPC(bΩ1) = ∅.
iii) η ∈ FPC(bΩ1) et F (η) ∈ SPC(bΩ2) =⇒ η ∈ VF .
Il est faile de préiser la struture des restritions au bord des appliations holomorphes
propres qui xent le lieu de faible pseudoonvexité. Cei nous sera utile dans l'étude des
domaines disqués.
Proposition 2.6. Soit F : Ω1 −→ Ω2 vériant les hypothèses de la proposition 2.5. Si de
surroît F (FPC(bΩ1)) ⊂ FPC(bΩ2) alors
i) F−1(FPC(bΩ2)) = FPC(bΩ1), F (FPC(bΩ1)) = FPC(bΩ2) et
ii) F : SPC(bΩ1) −→ SPC(bΩ2) est un revêtement ni de même degré que F|Ω1 .
Expliquons brièvement le point ii). Notons d le degré de F dans Ω. Puisque l'appli-
ation F : SPC(bΩ1) −→ SPC(bΩ2) est un diéomorphisme loal, il sut de vérier que
CardF−1(p) = d pour tout p ∈ SPC(bΩ2). Montrons que
CardF−1(p) ≥ d ∀p ∈ SPC(bΩ2). (3)
Soit p ∈ SPC(bΩ2). Puisque F (FPC(bΩ)) ⊂ FPC(bΩ), la deuxième assertion de la propo-
sition préédente montre que p /∈ F (VF ). Il existe don une suite pn de Ω2\F (VF ) tendant
vers p. Chaque pn a d préimages distintes par F que nous noterons x
i
n, 1 ≤ i ≤ d. Comme
F est ontinue sur Ω1, (x
i
n)n tend vers bΩ1 pour tout i. Toute valeur d'adhérene des suites
(xin)n est une préimage de p. Comme p /∈ F (VF ), xiφ(n) et xjφ(n) ne peuvent avoir même
limite pour i 6= j. Le nombre de valeurs d'adhérene des (xin)n est don au moins d, e qui
établit (3). L'inégalité CardF−1(p) ≤ d s'obtient failement de manière analogue. L'appli-
ation F : SPC(bΩ1) −→ SPC(bΩ2) est don un diéomorphisme loal à bres nies de
ardinal onstant égal à d. Il s'ensuit que F est un revêtement de degré d.
2.2 Distane CR.
Nous utiliserons une distane adaptée à la géométrie CR introduite par Nagel, Stein
et Wainger [21℄. Soit S une sous-variété lisse de Ck, x et y deux points de S. On appelle
hemin omplexe entre x et y tout hemin γ : [0, l] −→ S joignant x à y, C1 par moreaux,
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et tel que γ˙(t) ∈ TCγ(t)S là où ela fait sens. On note ℓ(γ) la longueur eulidienne d'un tel
hemin. Pour x, y ∈ S, on dénit la distane CR entre x et y par :
dCRS (x, y) := inf{ℓ(γ), γ hemin omplexe entre x et y}.
En l'absene d'ambiguïté, on ne préisera pas la dépendane en S de dCR. Les boules
orrespondantes de entre x et de rayon δ sont notées BCR(x, δ).
La proposition suivante est bien onnue (voir par exemple [21℄).
Proposition 2.7. Soit S une hypersurfae lisse minimale de Ck (i.e. ne ontenant pas
de germe d'hypersurfae holomorphe). La topologie assoiée à la distane CR sur S oïn-
ide ave la toplogie usuelle sur S. En partiulier, toute hypersurfae ompate onnexe et
minimale est dCR-bornée.
En voii une preuve rapide. Il est lair que la distane CR est supérieure à la distane euli-
dienne, ou enore que BCR(x, δ) ⊂ B(x, δ). Il sut don de trouver δ′ tel que BCR(x, δ) ⊃
B(x, δ′). Si S est minimale, la distribution d'hyperplans TCS dans TS n'est intégrable
en auun point. En eet, une hypersurfae intégrale de ette distribution de plans serait
une variété de Ck dont les plans tangents sont omplexes et serait holomorphe d'après
un théorème de Levi-Civita ([11℄). La boule BCR(x, δ) est alors ouverte pour la topologie
usuelle sur S et ontient don une boule B(x, δ′) si δ′ est susamment petit. 
Nous utiliserons aussi une version plus sophistiquée de ette proposition
1
(voir [7℄) :
Proposition 2.8. Toute hypersurfae de Ck ompate onnexe sans bord est dCR-bornée.
L'intérêt prinipal de ette distane est d'être dilatée par toute appliation CR dont
l'appliation tangente est dilatante sur TCS. Préisément,
Proposition 2.9. Soient S1 et S2 deux hypersurfaes lisses et minimales de C
k
. Soit
F : S1 −→ S2 une appliation CR qui est un diéomorphisme loal en tout point de S1.
Alors, pour toute boule BCR(x, r) relativement ompate dans S1, on a :(
‖F ′(q)u‖ ≥ C‖u‖, ∀q ∈ BCR(x, r),∀u ∈ TCq S1
)
=⇒ F (BCR(x, r)) ⊃ BCR(F (x), Cr).
Preuve : Si F (BCR(x, r)) = S2 la propriété est vraie, on suppose don que F (B
CR(x, r)) 6=
S2. Comme F est un diéomorphisme loal, F est ouverte et il sut de voir que
dCR
(
F (x), bF (BCR(x, r))
) ≥ Cr.
Soit don z ∈ bF (BCR(x, r)) et γ un hemin omplexe entre F (x) et z paramétré par la
longueur d'ar, de longueur ℓ(γ) ≤ dCR(F (x), z) + ǫ. Comme F est un diéomorphisme
CR loal en tout point de S1, on relève γ en un hemin omplexe γ˜ tant que γ˜ ne sort
pas de BCR(x, r). Autrement dit, il existe l˜ ≤ ℓ(γ) et γ˜ : [0, l˜] −→ BCR(x, r) joignant x à
bBCR(x, r) tels que F ◦ γ˜(t) = γ(t) pour tout t ∈ [0, l˜]. Alors
dCR(F (x), z) + ǫ ≥ ℓ(γ) ≥ l˜ = ∫ l˜0 ‖γ˙(t)‖dt = ∫ l˜0 ‖F ′(γ˜(t)) ˙˜γ(t)‖dt
≥ C ∫ l˜0 ‖ ˙˜γ(t)‖dt ≥ Cℓ(γ˜) ≥ Cr puisque γ˜(l˜) ∈ bBCR(x, r).
En faisant tendre ǫ vers 0, on obtient bien dCR(F (x), z) ≥ Cr. 
Conluons ette partie en préisant l'allure de BCRbΩ (x, ǫ) lorsque Ω est un domaine de
Ck à bord lisse et p un point de strite pseudoonvexité de son bord. Il s'agit d'un as
partiulier très simple du théorème 4 de [21℄.
1
Joël Merker m'a informé de l'existene de e résultat et je l'en remerie.
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Proposition 2.10. Soit p ∈ SPC(bΩ). Il existe deux fontions positives τ1, τ2 dénies sur
R∗+ et deux onstantes τ0, ǫ0 > 0 telles que
∀τ < τ0, ∀ǫ ≤ ǫ0, Uǫ,τ1(τ) ⊂ BCR(p, τ
√
ǫ) ⊂ Uǫ,τ2(τ).
De plus, on peut prendre τ2 tendant vers 0 ave τ .
Cet énoné permet de substituer aux boules CR des objets plus maniables que nous
allons dérire préisément.
Pour p ∈ bΩ, ~N(p) désigne la normale rentrante à bΩ en p. Quitte à hanger de o-
ordonnées, le domaine Ω est stritement onvexe sur un voisinage O de p, et est donné
par
Ω ∩O = {(w, z) ∈ C× Ck−1 t.q. Rew ≥ |z|2 + a(Imw, z)}
où a(v, z) ∈ O(v2, |z|3)
(dans es oordonnées, si w = u+ iv, on a p = (0, 0) et ~N(p) = ∂/∂u).
Comme Ω ∩ O est onvexe, on peut dénir une projetion π de O ∩ Ω sur O ∩ bΩ dans la
diretion
~N(p). Elle est donnée dans les oordonnées i-dessus par :
π(u+ iv, z) = (|z|2 + a(v, z) + iv, z).
Rappelons que TpbΩ = T
C
p bΩ⊕VetR(i ~N (p)). Nous notons Bt,C(p, r) la boule de entre 0 et
de rayon r dans TCp bΩ et B
t,R(p, r) le segment de entre 0 et de rayon r dans VetR(i ~N(p)).
Cei étant posé nous sommes en mesure de formuler la
Dénition 2.11.
pǫ := p+ ǫ ~N(p)




Uǫ,τ := π(Fǫ,τ ).
Signalons dès à présent que ǫ est destiné à tendre vers 0 alors que τ est un paramètre
de ontrle qui sera xé. Ces ensembles sont dénis dès que ǫ est susamment petit et τ
















2.3 Quelques estimations de la métrique de Kobayashi.
Nous utiliserons les estimations usuelles suivantes :
Lemme 2.12. Soit Ω un domaine borné à bord lisse de Ck et p un point de strite pseu-
doonvexité de bΩ. On reprend les oordonnées et les notations introduites à la n de la
partie préédente.
Il existe τ0, ǫ0 > 0 tels que pour tout τ < τ0 et ǫ < ǫ0 :
i) pour z ∈ Fǫ,τ , le disque ∆(z) de entre z et de rayon ‖z−π(z)‖ dans z+VetC(z−π(z))
est inlus dans Ω,
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ii) DiamKΩ(Fǫ,τ ) ≤ ψ1(τ) où ψ1(τ) tend vers 0 ave τ ,
iii) pour z ∈ Fǫ,τ , DiamKΩ
(Cα(z, π(z))) ≤ ψ2(α) où ψ2(α) tend vers 0 ave α.
Preuve :
i) C'est évident ar le bord de Ω est lisse.
ii) Eetuons une remise à l'ehelle en p de paramètre ǫ, i.e. onsidérons le domaine






F1,τ := Λǫ(Fǫ,τ ) = {(w, z) ∈ Ck, Rew = 1, |Imw| ≤ τ, |z| ≤ τ}.
Un alul très simple (voir [22℄) montre que Ω˜ǫ tend vers Σ := {Rew ≥ |z|2} au sens




⋐ Σ, il s'ensuit que
B ⊂ Ω˜ǫ pour ǫ ≤ ǫ1 lorsque ǫ1 est susamment petit. Puis F1,τ ⊂ B pour τ ≤ τ2 où
τ2 est assez petit. Ainsi, pour τ < τ2 et ǫ < ǫ1, on a
DiamKΩ(Fǫ,τ ) = DiamKΩǫ (F1,τ ) ≤ DiamKB (F1,τ )
et il sut de prendre ψ1(τ) :=DiamKB (F1,τ ).
iii) D'après i), ∆(z) est inlu dans Ω pour ǫ ≤ ǫ1. Don
DiamKΩ
(Cα(z, π(z))) ≤ DiamK∆(z)(Cα(z, π(z))) ≤ DiamKD1 (Dα)
et il sut de prendre ψ2(α) :=DiamKD1 (Dα).

2.4 Lemme de Hopf.
Le très lassique lemme de Hopf nous permettra d'estimer les dérivées normales des
appliations holomorphes propres. En voii une version adaptée à nos besoins :
Lemme 2.13 (Hopf). Soit χ ∈ C∞(Dr) une fontion sous-harmonique et négative sur Dr
telle que χ(−r) = 0 et χ(reiθ) ≤ −1 pour θ ∈ [−α,α]. Alors χ(−r+ t) ≤ − αt
4πr
pour t ≤ r
et don ‖~∇χ(−r)‖ ≥ α
4πr
.
Preuve : Il s'agit d'un alul faile sur le noyau de Poisson.




r2 − (r − t)2






r2 − (r − t)2









3 Une situation modèle : le bassin d'un point attratif.
Il s'agit du as où la dynamique de l'appliation est réurrente et le rétrat de dimension
nulle. Cei est impossible lorsque le bord du domaine est trop régulier. Plus préisément,
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Théorème 3.1. Un domaine borné de Ck à bord lisse minimal possédant une fontion
p.s.h dénissante globale χ et dont le bord est minimal ne peut être le bassin d'attration
de l'un de ses points pour une transformation holomorphe.
La démonstration permet d'illustrer les méthodes utilisées dans et artile tout en
évitant les diultés tehniques liées au as général. En voii le prinipe. Soit f : Ω −→ Ω
une appliation holomorphe propre telle que (fn)n onverge loalement uniformément vers
a ∈ Ω. Il sut pour aboutir à une ontradition de montrer que f est un automorphisme
'est-à-dire que f est injetive. On voit dans un premier temps que la suite fn présente
un "défaut" d'équiontinuité dans la diretion normale au voisinage de bΩ. On en déduit
que les dérivées de fn évaluées sur les diretions tangentielles omplexes explosent sur
SPC(bΩ). Il s'ensuit que bΩ = SPC(bΩ) et don que f est injetive. Voyons ela plus en
détail.
Introduisons quelques notations. Soit U un ouvert de bΩ relativement ompat dans
SPC(bΩ), p un point de U et τ > 0 un réel tel que BCR(p, τ) ⊂ U . Rappelons que f se
prolonge en une appliation lisse de Ω (théorème 2.4). Pour q ∈ bΩ, nous notons
nq(f
n) := 〈fn′(q) ~N (q), ~N(fn(q))〉.
Cette quantité mesure le "taux d'éhappement dans la diretion normale" de fn.
Fait 1 : La suite nq(f
n) tend vers l'inni uniformément sur bΩ.
Preuve : Soit une oquille Aǫ :=
⋃
q∈bΩB(qǫ, ǫ/2) d'épaisseur ǫ/2. Pour n ≥ nǫ ≫ 1,
on a fn(Aǫ) ⊂ {χ ≤ χ(a)/2}. Le lemme de Hopf appliqué à χ ◦ fn|D(q,qǫ) montre que
‖~∇χ ◦ fn‖ & 1/ǫ pour n ≥ n1. Cei sut ar nq(fn) ≃ ‖~∇χ ◦ fn‖ :
‖~∇χ ◦ fn‖ = 〈~∇χ ◦ fn(q), ~N (q)〉 = 〈~∇χ(fn(q)), fn′(q) ~N (q)〉 ≃ nq(fn).

Fait 2 : Il existe une onstante c > 0 telle que l'inégalité
‖F ′(q)u‖ ≥ cnq(F )1/2‖u‖ ∀q ∈ U,∀u ∈ TCq bΩ
ait lieu pour toute auto-appliation F holomorphe propre de Ω.
Preuve : Comme U ⋐ SPC(bΩ), il existe une onstante κ telle que pour toute fontion
p.s.h dénissante globale ψ de Ω,
L(ψ, q, u) ≥ κ‖~∇ψ(q)‖ ‖u‖2 ∀q ∈ U, ∀u ∈ TCq bΩ.
Nous avons remarqué que ‖~∇χ◦F‖ ≃ nq(F ) lorsque F est une auto-appliation holomorphe
propre de Ω. Ainsi, L(χ ◦ F, q, u) & nq(F )‖u‖2. Or L(χ ◦ F, q, u) = L(χ,F (q), F ′(q)u) .
‖F ′(q)u‖2 puisque bΩ est lisse. On obtient don nalement :
‖F ′(q)u‖ & nq(F )1/2‖u‖.

Conlusion : On voit à l'aide des faits 1 et 2 que ‖fn′(q)u‖ tend vers l'inni uniformément
sur {(q, u) ∈ U ×TCq bΩ, ‖u‖ = 1}. La proposition 2.9 montre alors que fn(BCR(p, τ)) on-
tient des boules CR aussi grandes que souhaité pourvu que n soit assez grand. Comme bΩ
est dCR-bornée (proposition 2.8), il existe un entier n0 tel que f
n0(BCR(p, τ)) = bΩ. D'après
la propriété 2.5.ii), bΩ est stritement pseudoonvexe et f est un biholomorphisme. 
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4 Dérivées au bord des appliations holomorphes propres.
L'objet de ette partie est d'estimer les dérivées au bord d'auto-appliations holomor-
phes propres à partir de leur dynamique à l'intérieur du domaine.
4.1 Dérivées normales.
Nous estimons ii les dérivées normales. Plus préisément, nous minorons les quantités
nq(f
n) := 〈fn′(q) ~N(q), ~N (fn(q))〉
en fontion de la dynamique de f . Le lemme de Hopf fournit de telles estimations lorsqu'il
existe des "barrières" p.s.h appropriées sur le domaine.
Dans l'étude de la dynamique réurrente (inquième partie), nous supposerons l'exis-
tene de fontions dénissantes globales p.s.h. Nous proéderons omme dans la preuve
du Fait 1 de la situation modèle. Cependant, lorsque le rétrat est de dimension positive,
l'existene d'un ompat ontenant les images fn(Aǫ) des oquilles Aǫ pour tout ǫ > 0 et
tout n ≥ n(ǫ) ≫ 1 n'est plus assurée. Tout au plus trouverons nous une suite de points
pǫ tendant normalement vers p ∈ SPC(bΩ) et telle que fn(pǫ) ∈ K ⋐ Ω pour n ≥ n(ǫ).
Dans es onditions, nous ne ontrlerons plus nq(f
n) pour q ∈ bΩ mais seulement sur des
boules CR du type BCR(p, τ
√
ǫ). Cei fait l'objet de la proposition suivante.
Proposition 4.1. Soit Ω ⊂ Ck un domaine possédant une fontion p.s.h lisse et dénis-
sante globale χ. Soit p ∈ SPC(bΩ). Soit F : Ω −→ Ω une appliation holomorphe propre
lisse sur Ω. Il existe trois onstantes ǫ0, c, τ > 0 (indépendantes de F ) telles que pour




) ≤ −1 =⇒ nq(F ) := 〈F ′(q) ~N (q), ~N (F (q))〉 ≥ c
ǫ
∀q ∈ BCR(p, τ√ǫ).
Preuve : On peut supposer bΩ onvexe en p et utiliser les notations introduites dans la
denition 2.11. Soit ǫ0, τ0, ψ1, ψ2 donnés par le lemme 2.12 et ǫ ≤ ǫ0. Supposons χ [F (pǫ)] ≤
−1. Soit δ > 0 tel que
χ(z) ≤ −1 et dK(x, z) ≤ δ =⇒ χ(x) ≤ −1/2.
Soient 0 < τ2 ≤ τ0 et α > 0 tels que ψ1(τ2) + ψ2(α) < δ. Fixons z ∈ Fǫ,τ2 . D'après le
lemme 2.12, la distane de Kobayashi entre pǫ et tout point de C
α(z, π(z)) est inférieure à




′) < δ ∀z′ ∈ F (Cα(z, π(z)))
et
χ ◦ F ≤ −1
2
sur Cα(z, π(z)).
Toujours d'après le lemme 2.12, D(z, π(z)) ⊂ Ω. Comme F est holomorphe propre, χ◦F est
une fontion p.s.h dénissante de Ω. Appliquons alors le lemme de Hopf 2.13 à χ◦F|D(z,π(z)).
Pour ela, notons q := π(z), r := ‖z−q‖2 et v :=
z−q
‖z−q‖ . Observons que q ∈ Uǫ,τ2 . On a
α
4πr
≤ |d[χ ◦ F ]q · v| = |dχ(F (q)) · F ′(q)v| = | 〈~∇χ(F (q)), F ′(q)v〉 |.
En remarquant que r ≤ ǫ/2 (par onvexité) et en érivant v = a ~N(q) + u où 0 ≤ a ≤ 1 et
u ∈ TqbΩ, il vient :∣∣∣〈~∇χ(F (q)), F ′(q)v〉∣∣∣ = ‖~∇χ(F (q))‖ 〈 ~N (F (q)) , aF ′(q) ~N(q) + F ′(q)u〉
= a‖~∇χ(F (q))‖ 〈 ~N (F (q)) , F ′(q) ~N(q)〉.
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On a obtenu :





, ∀q ∈ Uǫ,τ2 .
La onstante c est indépendante de F . Il sut de prendre τ tel que τ2(τ) ≤ τ2 pour avoir
le résultat annoné puisqu'alors BCR(p, τ
√
ǫ) ⊂ Uǫ,τ2 en vertu de la proposition 2.10. 
Dans l'étude de la dynamique non-réurrente (sixième partie), nous utiliserons des
fontions pis p.s.h et la
Proposition 4.2. Soit Ω un domaine pseudoonvexe à bord lisse de Ck et F : Ω −→ Ω une
appliation holomorphe propre lisse sur Ω. Soit p ∈ bΩ. Supposons qu'il existe une fontion
χ ∈ PSH(Ω) ∩ C0(Ω) telle que
• χ ≤ 0,
• F
(Cα(pǫ, p)) ⊂ {χ ≤ −1},
• χ est nulle sur un voisinage de F (p) dans bΩ,
• χ est L-lipshitzienne en tout point d'un voisinage de F (p) dans bΩ.
Alors np(F ) ≥ α
4πLǫ
.
Preuve : On peut prolonger χ à un voisinage de bΩ tout en la onservant L-Lipshitzienne
sur un voisinage de F (p) dans bΩ. Le lemme de Hopf 2.13 appliqué à χ ◦ F dans D(pǫ, p)
montre que :




F (p+ t ~N(p)) = F (p) + tF ′(p) ~N (p) +O(t2)
= F (p) + tnp(F ) ~N (F (p)) + t ~R+O(t
2)
où
~R est la projetion orthogonale de F ′(p) ~N(p) sur TF (p)bΩ. Il existe lairement un point
qt de bΩ tel que F (p) + t ~R = qt+O(t
2). Si t est susamment petit, χ est L-lipshitzienne
en qt. On a don :
α
4πǫ
t ≤ |χ ◦ F (p + t ~N(p))| = |χ(qt + tnp(F ) ~N(F (p)) +O(t2))|
≤ |χ(qt)|+ Ltnp(F ) +O(t2) = Ltnp(F ) +O(t2).
On onlut en faisant tendre t vers 0. 
4.2 Dérivées tangentielles omplexes.
Il s'agit de transférer les estimations des dérivées normales aux dérivées tangentielles
omplexes. On utilise pour ela un argument standard reposant sur la strite pseudoon-
vexité et la fontorialité de la forme de Levi. Dans la situation modèle, ei orrespondait
au Fait 2.
Lemme 4.3. Soient Ω1 et Ω2 deux domaines pseudoonvexes bornés de C
k
à bords lisses
et K un ompat de SPC(bΩ1). Soit F : Ω1 −→ Ω2 une appliation holomorphe propre
lisse sur Ω1. Il existe une onstante c > 0 (ne dépendant que de K) telle que :
‖F ′(q)u‖ ≥ cnq(F ) 12 ‖u‖ , ∀q ∈ K et ∀u ∈ TCq bΩ.
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De e lemme, de la proposition 4.1 et de la proposition 2.9, on déduit immédiatement
la proposition suivante :
Proposition 4.4. Soient Ω ⊂ Ck un domaine borné possédant une fontion p.s.h lisse et
dénissante globale χ. Soit p ∈ SPC(bΩ). Soit F : Ω −→ Ω une appliation holomorphe
propre lisse sur Ω.
Il existe trois onstantes ǫ0, c, τ > 0 (indépendantes de F ) telles que pour ǫ < ǫ0 et
χ ◦ F (pǫ) ≤ −1 :
i) ‖F ′(q)u‖ ≥ c√
ǫ






) ⊃ BCR(F (p), cτ).
Preuve du lemme 4.3 : Soit c2 le maximum des valeurs propres de la forme de Levi de bΩ2
et c1 le minimum des valeurs propres de la forme de Levi de bΩ1 sur K. Si q ∈ K alors
q ∈ SPC(bΩ1) et F (q) ∈ SPC(bΩ2). En partiulier, on peut trouver deux fontions χ1 et χ2
dénissant respetivement bΩ1 et bΩ2 au voisinage de q et F (q) telles que ~∇χ1(q) = − ~N(q)
et
~∇χ2(F (q)) = − ~N(F (q)). Comme F est propre, χ2 ◦ F est une fontion dénissante de
bΩ1 au voisinage de q, il existe don une fontion γ positive et lisse au voisinage de q telle
que χ2 ◦ F = γχ1. Remarquons que γ(q) = nq(F ). En eet,
~∇[χ2 ◦ F ](q) = χ1(q)~∇γ(q) + γ(q)~∇χ1(q) = −γ(q) ~N(q)
don
γ(q) = −〈~∇[χ2 ◦ F ](q), ~N (q)〉
= −〈~∇χ2(F (q)), F ′(q) ~N(q)〉
= 〈 ~N (F (q)), F ′(q) ~N(q))〉 = nq(F ).
Notons L(φ, a, u) la forme de Levi en a d'une fontion φ, appliquée à un veteur u. Si
u ∈ TCq bΩ1, on a
L(χ2 ◦ F, q, u) = L(χ2, F (q), F ′(q)u)
= L(γχ1, q, u).
Puisque L(γχ1, q, u) = γ(q)L(χ1, q, u) pour tout q de bΩ1 et tout u ∈ TCq bΩ1, il vient
c2‖F ′(q)u‖2 ≥ L(χ2, F (q), F ′(q)u) = γ(q)L(χ1, q, u) ≥ c1nq(F )‖u‖2.





5 Dynamique réurrente et expansivité au bord.
L'objet de ette partie est de démontrer le théorème 1.
5.1 Lemme des matriohkas.
Le lemme suivant montre en quoi une dynamique réurrente dans Ω s'aompagne d'un
omportement expansif sur les régions stritement pseudoonvexes de bΩ. Conrètement,
nous ne ferons qu'appliquer la proposition 4.4 à une "matriohka" de boules CR entrées
en p.
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Lemme 5.1. Soit Ω ⊂ Ck un domaine borné possédant une fontion p.s.h lisse et dénis-
sante globale χ. Soit p ∈ SPC(bΩ). Soit fn : Ω −→ Ω une suite d'appliations holomor-
phes propres lisses sur Ω. Supposons qu'il existe des suites tk −→ 0 et nk ∈ N telles que
fn(ptk) ∈ {χ ≤ −1} pour tout n ≥ nk. Alors, pour tout R > 0 et tout voisinage U de p, il
existe n ∈ N tel que fn(U) ⊃ BCR(fn(p), R).
Preuve : Soient ǫ0, τ, c les onstantes données par la proposition 4.4. Fixons un entier N
supérieur à 2R/τc. Choisissons alors suessivement ǫN > ǫN−1 > · · · > ǫ1 parmi les termes
de la suite (tk)k et n0 ∈ N de façon à e que :
• BCR(p, τ
√




• fn(pǫi) ∈ {χ ≤ −1} ∀n ≥ n0.
Pour n ≥ n0 donné, posons F := fn. Il sut d'établir par réurrene sur i que :
F (BCR(p, τ
√
ǫi)) ⊃ BCR(F (p), icτ
2
) pour 1 ≤ i ≤ N . (Pi)
D'après la proposition 4.4, si q ∈ BCR(p, τ√ǫ1) et u ∈ TCq bΩ alors ‖F ′(q)u‖ ≥ c√ǫ1‖u‖.
En appliquant la proposition 2.9, on a don :
F (BCR(p, τ
√
ǫ1)) ⊃ BCR(F (p), cτ). (P1)





2 ) ⊂ BCR(p, τ
√
ǫi+1) si x ∈ BCR(p, τ√ǫi). Il vient don
‖F ′(q)u‖ ≥ c√
ǫi+1













































Nous observons maintenant que l'expansivité de la suite (fn)n sur U fore la strite
pseudoonvexité de bΩ et don l'injetivité des fn.
Proposition 5.2. Lorsque bΩ est minimal alors, sous les hypothèses du lemme 5.1, les fn
sont des automorphismes de Ω.
Preuve : D'après la proposition 2.8, BCR(η,R) ontient bΩ pour tout η de bΩ pourvu que
R soit supérieur au diamètre CR de bΩ. Choisissons un voisinage U de p assez petit pour
que U ⋐ SPC(bΩ). D'après la proposition préédente, bΩ ⊂ fn(U) pour n assez grand et
don bΩ est stritement pseudoonvexe. Le lemme 2.2 montre que les fn sont des automor-
phismes. 
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5.2 Preuve du théorème 1.
Commençons par rappeler qu'en vertu du théorème 2.4, f se prolonge en une appliation
lisse à Ω. Raisonnons par l'absurde.
Si le rétrat est un point, il s'agit d'un point xe de f vers lequel (fn)n onverge loale-
ment uniformément. Soit p un point de strite pseudoonvexité de bΩ et K un voisinage
ompat de a dans Ω. Pour tout ǫ, il existe nǫ ∈ N tel que fn(pǫ) ∈ K pour n ≥ nǫ.
Lorsque le rétrat est une surfae de Riemann M , son genre est ni puisqu'elle est
obtenue par une rétration ρ de Ω sur M . Considérons une sous-suite fni tendant vers ρ.




{ρ(q + u ~N(q)), u ≤ t}.
Il s'agit de l'ensemble des valeurs d'adhérenes normales de ρ en q. Dans un mémoire sur
les fontions intérieures de la boule, Rudin montre que les limites radiales de es fontions
sont denses dans le disque [26℄. En adaptant la preuve de e résultat (voir appendie), nous
établissons le lemme suivant :
Lemme 5.3. Soit Ω un domaine pseudoonvexe borné à bord lisse de Ck, k > 1, et M une
surfae de Riemann de genre ni. Soit ρ : Ω −→ M une appliation holomorphe. Il existe
p ∈ SPC(bΩ) et x ∈M tels que x ∈ ρ∗(p).
Soit alors x ∈ M ⊂ Ω le point donné par e lemme, et pǫk une suite de points telle que
ρ(pǫk) −→ x. Comme f a une dynamique réurrente, la suite (fn(x))n est relativement
ompate dans Ω et il existe d > 0 tel que K := ∪n≥0BK(fn(x), d) ⊂ Ω. Comme fni
onverge vers ρ, quitte à extraire, on a fnk(pǫk) ∈ BK(x, d) et fn(pǫk) ∈ K pour n ≥ nk.
Dans tous les as, il existe un point de strite pseudoonvexité p de bΩ, un ompat K
de Ω et des suites ǫk −→ 0 et nk ∈ N telles que fn(pǫk) ∈ K pour n ≥ nk. On peut supposer
que la fontion p.s.h dénissante χ est inférieure à −1 sur K. La proposition 5.2 s'applique
don et montre que f est un biholomorphisme. Cei est impossible (voir la remarque 1.2).
6 Dynamique non-réurrente : transmission de la dynamique
à SPC(bΩ).
Nous montrons dans ette partie que la non-réurrene de la dynamique de f se trans-
met à elle de son extension à SPC(bΩ). Nous reprenons pour ela la tehnique utilisée dans
le as réurrent. Il nous faut don, en partiulier, onstruire des fontions p.s.h négatives
sur Ω, stritement négatives sur un voisinage d'un point limite de (fn)n dans Ω et nulles
sur de larges portions de bΩ. Cei n'est pas toujours possible. La lasse de domaines perme-
ttant ette onstrution a été aratérisée dans un mémoire de Sibony [27℄. Ces domaines
sont onnus sous le nom de domaines B-réguliers.
6.1 Domaines LB-réguliers.
Dénition 6.1. Un domaine pseudoonvexe borné Ω de Ck à bord lisse est B-régulier
si pour tout p ∈ bΩ, il existe une fontion ψp ∈ PSH(Ω) ∩ C0(Ω) vériant ψp(p) = 1 et
ψp(z) < 1 pour z 6= p, z ∈ Ω.
Sibony a montré dans [27℄ qu'il existe des fontions p.s.h de trae au bord presrite
sur tout domaine B-régulier. En partiulier, es domaines admettent des fontions antipis
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en tout point du bord. Elles sont exploitables dans notre adre de travail lorsqu'elles sont
lipshitziennes, e dont on peut s'assurer en se restreignant à la lasse de domaines suivante :
Dénition 6.2. Un domaine pseudoonvexe borné Ω de Ck est dit LB-régulier si Ω est
B-régulier et si pour tout ompat K de bΩ, il existe une fontion loalement bornée CK ≥ 0
et, pour tout p ∈ bΩ\K une fontion ψp telle que :
 ψp ∈ PSH(Ω) ∩ C0(Ω) et ψp < 1 sur Ω\{p},
 ψp(p) = 1 et ψp ≤ 0 sur K,
 ψp est CK(p)-lipshitzienne en p.
Exemples :
• Les domaines stritement géométriquement onvexes sont LB-réguliers.
• Les domaines de type ni de C2 sont LB-réguliers ([15℄).
Remarque 6.3. Le bord d'un domaine LB-régulier ne ontient pas de disque analytique.
Proposition 6.4. Soit Ω ⊂ Ck un domaine LB-régulier. Pour U, V ouverts de bΩ tels que
U ∩ V = ∅, il existe une onstante C = C(U, V ) et une fontion χU,V ∈ PSH(Ω) ∩ C0(Ω)
telle que :
i) χU,V = −1 sur U
ii) χU,V = 0 sur V
iii) χU,V ≤ 0 sur Ω
iv) χU,V est C-lipshitzienne sur V .
Preuve : Soient U1 tel que U ⋐ U1 ⋐ bΩ\V et C := sup{CU1(p), p ∈ V } où CU1 est la
fontion donnée par la dénition 6.2. Soit u ∈ C0(bΩ) telle que −1 ≤ u ≤ 0, u = 0 sur
bΩ\U1, u = −1 sur U . Un domaine LB-régulier étant en partiulier B-régulier au sens de
Sibony, il existe χ ∈ PSH(Ω)∩ C0(Ω) telle que χ|bΩ = u (auquel as χ vérie évidemment
i), ii) et iii)) (voir [27℄). De plus, χ est donnée par :
χ = sup{v ∈ PSH(Ω) ∩ C0(Ω), v|bΩ ≤ u}.
Montrons que χ vérie iv). Soit p ∈ V et ψp une fontion p.s.h C-Lipshitzienne assoiée
à p, U1 par la dénition 6.2. Par onstrution, u ≥ (ψp − 1)|bΩ, don 0 ≥ χ ≥ ψp − 1. Pour
z ∈ Ω,
|χ(z) − χ(p)| = |χ(z)| ≤ |ψp(z)− 1| = |ψp(z)− ψp(p)| ≤ C‖z − p‖
et χ est bien C-lipshitzienne en p. 
6.2 Preuve du théorème 2.
Lorsque le bord ontient au moins deux points de faible pseudoonvexité, les dy-
namiques sur Ω et sur SPC(bΩ) sont fortement orrélées :
Fait : Sous les hypothèses du théorème 2, onsidérons une sous-suite fnk tendant vers
a ∈ bΩ. Alors fnk|SPC(bΩ) −→ a.
Voyons tout d'abord omment onlure la preuve du théorème 2 à partir de e Fait.
Comme les limites de (fn)n sont des points de bΩ (remarque 6.3), on a l'alternative :
• Soit une sous-suite tend vers a ∈ SPC(bΩ) sur Ω. Comme fnk+1(z) = fnk(f(z))
onverge à la fois vers f(a) et a pour z ∈ Ω, le point a est xé par f . Le Fait assure par
ontre que l'orbite de a aumule toutes les limites de (fn)n puisque a ∈ SPC(bΩ). Don
(fn)n onverge vers a sur Ω et sur SPC(bΩ). (4)
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Pour tout point non-errant p ∈ SPC(bΩ), il existe une suite nk ∈ N telle que fnk(p) tend
vers p. D'après (4), p = a et don NW (f|bΩ) ⊂ FPC(bΩ) ∪ {a}.
• Soit toutes les valeurs d'adhérene sont des points de FPC(bΩ). Soit a ∈ bΩ adhérent
à l'orbite d'un point p ∈ SPC(bΩ). Quitte à proéder à une double extration, on peut
supposer que fnk(p) tend vers a et que fnk onverge sur Ω. Le Fait montre alors que fnk
tend vers a don que a ∈ FPC(bΩ). Cei montre que NW (f|bΩ) ⊂ FPC(bΩ). 
Preuve du Fait : Raisonnons par l'absurde. Soit p ∈ SPC(bΩ) tel que fnk(p) ne tend pas
vers a. Soit d > 0 tel que B := BCR(p, d) ⋐ SPC(bΩ). On peut supposer que (fnk(p))k
reste dans un ouvert V de bΩ qui n'adhère pas à a. Montrons que bΩ\{a} ⊂ SPC(bΩ). En
vertu de la proposition 2.5, il sut d'établir l'existene d'un entier n tel que fn(B) ⊃ V
puisque V est un ouvert arbitrairement gros de bΩ\{a}. Considérons un voisinage U de a
tel que U ∩ V = ∅ et χU,V la fontion donnée par la proposition 6.4.




C π2 (qǫ, q)
) ⊂ {χU,V < −1
2
}.
D'après la proposition 4.2, nq(f
nǫ) & ǫ−1 pour tout q ∈ B tel que fnǫ(q) ∈ V . Comme
B ⋐ SPC(bΩ), la propriété 4.3 montre don :
fnǫ(q) ∈ V =⇒ ‖fn′(q)u‖ & ǫ−
1
2
sur {(q, u), q ∈ B, u ∈ TCq bΩ}.
Supposons qu'il existe y ∈ bfnǫ(B) ∩ V . Soit γ : [0, 1] 7→ V un hemin omplexe entre
fn(p) et y de longueur inférieure à diamCR V < +∞ (ar V est une hypersurfae ompate
minimale). Comme l'appliation fnǫ est un diéomorphisme CR loal en tout point de B,
elle permet de relever γ en un hemin omplexe γ˜ tant que γ˜ ne sort pas de B. Le hemin
omplexe γ˜ est alors déni sur [0, l˜] ave l˜ ≤ 1, à valeurs dans B et de longueur ℓ(γ˜) ≥ d.
Comme fnǫ ◦ γ˜ = γ est inlus dans V , on a :
diam
CRV ≥ ℓ(γ) & ℓ(γ˜)ǫ− 12 ≈ ǫ− 12 .
C'est impossible, don bfnǫ(B)∩V = ∅. Comme fnǫ(p) ∈ V , ei établit que fnǫ(B) ⊃ V .
Remarque 6.5. Dans l'énoné du théorème 1, on peut remplaer l'hypothèse d'existene
d'une fontion p.s.h dénissante globale par une hypothèse de LB-régularité.
7 Auto-appliations holomorphes propres des domaines dis-
qués.
L'objet de ette partie est d'établir le théorème 3. Commençons par donner les grandes
lignes de la démonstration. Compte tenu du théorème 1, on peut supposer que la dy-
namique de f est non-réurrente. Nous proédons alors en trois étapes. Dans la première,
nous montrons que le lieu de faible pseudoonvexité est xé par f et en déduisons que la
dynamique non-réurrente de f est produite par un point d'attration a ∈ FPC(bΩ). Nous
montrons dans la deuxième étape que le lieu de faible pseudoonvexité est réduit au erle
Ca passant par a. La dernière étape exhibe une ontradition à partir de onsidérations
entropiques : l'entropie topologique de f est supérieure au logarithme de son degré et se
onentre sur Ca, ei s'avère inpossible lorsque f branhe.
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7.1 Fibration de Hopf.
Le bord d'un domaine Ω ⋐ C2 disqué et LB-régulier a une struture de bré en erles
partiulièrement utile.
Pour tout η = (z1, z2) ∈ bΩ, nous noterons Dη le disque déni par Dη := {ζη, ζ ∈ D},
Cη := bDη son bord et R(η) son rayon. Rappelons que Ω est disqué si et seulement si
Dη ⊂ Ω pour tout η ∈ bΩ. Bien entendu, Cη ⊂ bΩ.
Lemme 7.1. Il existe un homéomorphisme h : bΩ −→ S3 déni par h(η) = η/R(η)
ommutant aux ations de S1 :
∀ζ ∈ S1, ∀η ∈ bΩ, h(ζη) = ζh(η).
Preuve : Seule l'armation que h est un homéomorphisme est non triviale. Il sut de
montrer que h est bijetive pour l'établir. La surjetivité est laire ar Ω est borné. Pour
l'injetivité, observons que deux points distints η1, η2 de bΩ tels que h(η1) = h(η2) véri-
ent η1 = ρη2, ave |ρ| > 1 (ou |ρ| < 1). Comme Ω est disqué, si de tels points existaient, la
ouronne {η = tη2, 1 < |t| < |ρ|} serait inluse dans bΩ, e qui ontredirait la minimalité
et don la LB-régularité de Ω. 
Cet homéomorphisme transporte la bration de Hopf de S3 sur une bration en erles sur
bΩ (dont les bres sont les Cη, η ∈ bΩ) que nous appellerons bration de Hopf sur bΩ. On


















On peut ainsi ramener toutes les propriétés de la bration de Hopf de S3 à elle de bΩ. En
partiulier,
Proposition 7.2. Soient η1, η2 ∈ bΩ ave Cη1 6= Cη2 . Alors Cη1 et Cη2 sont noués dans
bΩ, autrement dit Cη1 n'est pas ontratile dans bΩ\Cη2 (voir [6℄,8.6 et 9.4.2).
Tout hemin noué à un erle Cη et inlus dans un ouvert ontratile U de bΩ y est
noué à Ca ∩ U . Préisément,
Lemme 7.3. Soit π : bΩ −→ P1 la bration de Hopf et Φ : D×] − ǫ, ǫ[−→ U ⊂ bΩ un
diéomorphisme bré (i.e. π ◦ Φ(z, ·) est onstante). Soient X ⊂ U et γ un laet dans U
dont la projetion π ◦ γ est ontratile dans D\π(X). Alors γ est ontratile dans U\X.
Preuve : Erivons γ(t) = Φ(x(t), y(t)) ave t ∈ [0, 1], x(t) = π ◦ γ(t) ∈ D et y(t) ∈ [−ǫ, ǫ].
Si π ◦ γ est ontratile, il existe une homotopie xs(t) entre x(t) et un point x de D\π(X)
dans D\π(X). Alors γs(t) = Φ(xs(t), (1− s)y(t)) dénit une homotopie entre γ(t) et (x, 0)
dans U\X. 
7.2 Deux lemmes.
Nous montrons qu'un erle faiblement pseudoonvexe de la bration dont l'image par
une appliation holomorphe propre renontre le lieu de strite pseudoonvexité est isolé
dans l'ensemble de faible pseudoonvexité de bΩ.
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Lemme 7.4. Soit Ω ⋐ C2 un domaine pseudoonvexe disqué à bord lisse. Soit f : Ω −→ Ω
une appliation holomorphe propre, lisse sur Ω. Si η ∈ FPC(bΩ) et f(η) ∈ SPC(bΩ) alors
Cη est isolé dans l'ensemble des points de faible pseudoonvexité, en partiulier FPC(η) =
Cη.
Preuve : Raisonnons par l'absurde. Soit η ∈ FPC(bΩ) tel que f(η) ∈ SPC(bΩ). Supposons
que Cη ne soit pas isolé dans l'ensemble des points de faible pseudoonvexité. Soit alors
une suite de points ηn de FPC(bΩ) tendant vers η, tels que les erles Cηi soient distints.
Comme SPC(bΩ) est ouvert et que f|bΩ est ontinue, il existe des voisinages Γn de ηn dans
Cηn tels que f(Γn) ⊂ SPC(bΩ). Alors le jaobien de f , Ja(f), est nul sur Γn pour n
assez grand (lemme 2.5). D'après le théorème de Fatou, Ja(f) = 0 sur Dηn pour n grand.
L'hypersurfae analytique Ja(f) = 0 ontient don une innité de droites passant par
l'origine, 'est impossible. 
Le lemme suivant montre que l'image par une ertaine itérée de tout erle de bΩ
renontre un voisinage presrit d'une valeur d'adhérene de (fn)n dans bΩ.
Lemme 7.5. Soit Ω ⋐ C2 un domaine pseudoonvexe disqué et LB-régulier. Soit f :
Ω −→ Ω une appliation holomorphe propre lisse sur Ω dont la dynamique est non-
réurrente. Soit a ∈ bΩ une valeur d'adhérene de (fn)n et V un voisinage de a dans bΩ.
Alors il existe un entier n0 tel que :
fn0(Cη) ∩ V 6= ∅ ∀η ∈ bΩ.
Preuve : Comme Ω est B-régulier, il existe une fontion u ∈ C0(Ω) ∩ PSH(Ω) telle que
u(a) = 1, u < 1 sur Ω\{a}, et u = 0 sur bΩ\V . Par hypothèse, il existe un entier n0 tel
que u ◦ fn0(0) > 0. Le prinipe du maximum appliqué à u ◦ fn0|Dη montre alors que fn0(Cη)
renontre V . 
7.3 Démonstration du théorème 3.
La fontion de jauge est p.s.h et dénissante globale. L'appliation f se prolonge don
diérentiablement sur Ω. On peut supposer que FPC(bΩ) n'est pas vide et, grâe au
théorème 1, que la dynamique de f est non-réurrente. D'après le théorème 2, il existe
alors une sous-suite (fnk)k qui onverge loalement uniformément vers un point a ∈ bΩ sur
SPC(bΩ).
Etape 1 : f(FPC(bΩ)) = FPC(bΩ). Il sut de prouver une inlusion ar f(SPC(bΩ)) ⊂
SPC(bΩ) et f est surjetive. Proédons par l'absurde. Soit η ∈ FPC(bΩ) tel que f(η) ∈
SPC(bΩ). D'après le lemme 7.4, FPC(η) = Cη.
• Montrons qu'il existe η1 et η2 tels que η1, η2, η soient deux à deux distints et{
f(Cη2) ⊂ Cη1
f(Cη1) ⊂ Cη
Pour ela, nous utiliserons le lemme suivant :
Lemme 7.6. Pour tout voisinage ompat Γ de η dans Cη, il existe un point η1 de f
−1(Γ)
tel que Λ1(f
−1(Γ) ∩B(η1, ǫ)) > 0 pour tout ǫ.
Preuve : Supposons au ontraire que pour tout point y de f−1(Γ), il existe un réel ǫ(y) > 0
tel que Λ1
(




B(y, ǫ(y)) ∩ f−1(Γ) =
n⋃
i=1
B(yi, ǫ(yi)) ∩ f−1(Γ)
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et don Λ1(f





= 0 e qui est absurde. 
Soit Γ un voisinage ompat de η dans Cη tel que f(Γ) ⊂ SPC(bΩ) et η1 donné
par le lemme 7.6. Puisque f(η1) ∈ FPC(bΩ) on a aussi η1 ∈ FPC(bΩ). Alors, omme
f2(η1) ∈ f(Γ) ⊂ SPC(bΩ), le lemme 7.4 montre que Cη1 est isolé dans FPC(bΩ). Si ǫ est
susamment petit, on a don
FPC(bΩ) ∩B(η1, ǫ) ⊂ Cη1 .
Comme par ailleurs f−1(Γ) ⊂ FPC(bΩ), on obtient :
0 < Λ1(f
−1(Γ) ∩B(η1, ǫ)) = Λ1
(
f−1(Γ) ∩ FPC(bΩ) ∩B(η1, ǫ)
)
≤ Λ1(f−1(Γ) ∩ Cη1)
Ainsi Λ1(f
−1(Γ)∩Cη1) > 0, et d'après le théorème de Fatou, f(Cη1) ⊂ Cη. On a Cη1 6= Cη
ar sinon f(Cη) ⊂ Cη ⊂ FPC(bΩ).
De la même façon, on trouve η2 ayant les propriétés voulues.
• Le théorème de Fatou montre en fait que{
f(Dη2) ⊂ Dη1
f(Dη1) ⊂ Dη
et il s'ensuit que {f(0)} = f(Dη2 ∩ Dη1) ⊂ Dη1 ∩ Dη = {0}. Ainsi f(0) = 0, 'est la
ontradition attendue ar la dynamique de f est non réurrente.
A e stade de la preuve, il est bon de remarquer que a ne peut être un point de strite
pseudoonvexité. En eet, si tel était le as, les images suessives des erles de faible
pseudoonvexité resteraient en dehors d'un voisinage xé de a, e qui est impossible en
vertu du lemme 7.5. Le point a est don néessairement un point de faible pseudoonvexité.
Etape 2 : FPC(bΩ) = Ca. Montrons tout d'abord que FPC(bΩ) est onnexe, il s'agit de
voir que FPC(η) = FPC(a) pour tout η ∈ FPC(bΩ). Soit V un voisinage de a dans bΩ,
d'après le lemme 7.5, il existe un entier n0 tel que :
fn0(Cx) ∩ V 6= ∅ ∀x ∈ bΩ.
Comme f−1
(FPC(bΩ)) = FPC(bΩ), il existe η1 ∈ FPC(bΩ) tel que fn0(η1) = η. Alors
FPC(η) renontre V ar FPC(η) ⊃ fn0(FPC(η1)) ⊃ fn0(Cη1). On a don FPC(η) =
FPC(a) ar V est un voisinage arbitraire de a.
Montrons maintenant que FPC(bΩ) = Ca. Notons X := FPC(bΩ) = FPC(a). Il s'agit
de montrer que π(X) = π(a). Soit U un voisinage de a sur lequel il existe une trivialisation
loale de la bration de Hopf vériant :{
Φ : U−˜→D× [−ǫ, ǫ] ave π = π1 ◦ Φ
Φ(a) = (0, 0)
Comme U peut être hoisi arbitrairement petit, il sut de montrer que π(X) ne renontre
pas le bord de D. Choisissons Cη un erle de SPC(bΩ) et n0 un entier tel que fn0(Cη) ⊂ U
(voir le théorème 2). Le erle Cη n'est pas ontratile dans bΩ\X arX ontient des erles
de la bration de Hopf (propriété 7.2). Comme, d'après la première étape, f(FPC(bΩ)) ⊂
FPC(bΩ), fn0 induit un revêtement ni de SPC(bΩ) sur lui-même (voir proposition 2.6).
Il s'ensuit que fn0(Cη) n'est pas ontratile dans U\X, et don que π(fn(Cη)) ne l'est pas
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dans D\π(X) (lemme 7.3). Comme D est assimilable à un ouvert de R2, ela n'est possible
que si π(X) ∩ bD = ∅.
Etape 3 : f est injetive. Soit d le degré topologique de f|bΩ ; 'est aussi elui de f . D'après
un théorème de Misiurevitz-Przytyki ([20℄), l'entropie topologique de f|bΩ est minorée :
htop(f|bΩ) ≥ log d.
D'après le prinipe variationnel, ette entropie est portée par l'ensemble non-errant ([19℄,
formule 3.3.1) :
htop(f|bΩ) = htop(f|NW (f|bΩ)).
Or d'après le théorème 2 et les deux premières étapes, on a NW (f|bΩ) ⊂ Ca si bien que
htop(f|Ca) ≥ log d.
Comme f(Ca) = Ca, on voit failement que f(Da) = Da. Alors f|Da est un produit de
Blashke ni qui, vu omme fration rationnelle f˜ , est de degré d˜ = deg(f|Da). Or, omme
l'a montré Gromov ([17℄), htop(f˜) = log d˜, et don
htop(f|Ca) = htop(f˜|Ca) ≤ log d˜.
Alors deg(f|Da) = d˜ ≥ d = degf e qui montre que l'ensemble des valeurs ritiques f(Vf )
ne ontient pas Da. Or, il résulte des deux premières étapes que Vf ⊂ Da et f(Da) = Da.
Ainsi, Vf = ∅ et f est injetive. 
A Existene de limite normale de ρ en un point de strite
pseudoonvexité.
Le but de et appendie est de montrer le lemme 5.3. Nous allons prouver que l'ensemble
des points en lesquels ρ possède des limites radiales dansM est dense dans SPC(bΩ). Fixons
pour ela un ouvert arbitraire U ⊂ SPC(bΩ).
Commençons par introduire les notations utilisées dans la preuve (on se reportera ave
avantage à la gure 1 qui les illustre).
Tout d'abord, quitte à restreindre U et à eetuer un hangement de variable holomorphe,
on peut supposer que U est formé de points de strite onvexité de bΩ. Soit alors H un
hyperplan réel de Ck tel que H ∩ U ⋐ U . Soit H+ le demi-espae délimité par H tel que
H+ ∩ U ⋐ U . Pour ǫ > 0, Sǫ désignera l'ensemble des points de Ω à distane ǫ de U :
Sǫ = {p+ ǫ ~N(p), p ∈ U} ∩H+





Nous utiliserons les lemmes suivants :
Lemme A.1. Soit A un ensemble analytique de odimension 1 de Ck et Λ une fontion
p.s.h ontinue de Ck, non onstante sur A. Alors Λ|A n'a pas de maximum loal.









Fig. 1  Notations de la preuve du lemme 5.3.
Lemme A.3. Soit M une surfae de Riemann de genre ni. Il existe un ompat K de M
tel que toute omposante onnexe de M\K est
 soit un anneau A(r, 1) ave Sr ⊂ K,




Nous proédons par l'absurde. On montre par un argument de atégories de Baire que,
quitte à restreindre B, l'image de B par ρ évite un ompat K deM préalablement xé. En
restreignant ρ à une droite omplexe transverse à bΩ, on obtient une appliation radialement
propre d'un disque dans une omposante deM\K. Cette situation se révèle être impossible.
Preuve du lemme 5.3 : Supposons que ρ∗(p)∩M = ∅ pour tout p ∈ U , i.e. ρ est radialement
propre en les points de U . Soit K un ompat de M donné par le lemme A.3.
Montrons dans un premier temps que, quitte à restreindre U :
ρ(B) ∩K = ∅ (5)
Pour ela, soit rj ց 0, et
Ei =
{
p ∈ U | ∀j ≥ i, ρ(p+ rj ~N(p)) /∈ K
}
.
Comme ρ∗(p) ∩M = ∅ pour tout p ∈ U on a ⋃iEi = U . D'après le théorème de Baire, il
existe don j0 ∈ N tels que Ej0 soit d'intérieur non vide. Quitte à restreindre U , on peut
supposer que Ej0 = U . Alors
ρ(Srj ) ∩K = ∅ ∀j ≥ j0. (6)
Soit z ∈ B et F la omposante onnexe de ρ−1(ρ(z)) qui ontient z. C'est un ensemble
analytique de odimension 1. Soit Λ une forme linéaire telle queH+ = {Λ > 0}. Le prinipe
du maximum appliqué à ρ|F montre que F ∩ Srj 6= ∅, don que ρ(Brj ) ⊂ ρ(Srj ). Grâe à
(6), ei termine la preuve de (5) puisque






(ρ(Brj ) ∩K) = ∅.
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Dans un seond temps, nous restreignons ρ à une droite omplexe générique. Cei
produit enore une appliation propre par un argument de Lindelö-Cirka.
Fait Soit l une droite omplexe sur laquelle ρ est non onstante, qui intersete B et telle
que l ∩ bB ⊂ U . Alors ρ|l∩B est radialement propre.
Conluons la preuve à partir de e Fait. Comme B est onnexe, ρ(B) est inlus dans
une omposante onnexe de M\K d'après (5). L'appliation ρ′ est don à valeurs dans un
disque épointé ou un anneau A(r, 1). Le Fait préédent montre que les limites radiales de
ρ′ sont nulles dans le premier as - 'est impossible d'après le théorème de Fatou - ou de
module 1 dans le seond. On peut don voir ρ′ omme une fontion holomorphe à valeurs
dans D radialement propre et évitant un ouvert de D. En omposant à gauhe ρ′ : B′ −→ D
par une représentation onforme de D sur B′, on produit une fontion holomorphe de D
dans D radialement propre dont l'image n'est pas dense. Cei est impossible d'après le
lemme A.2. 
Preuve du Fait : Par ommodité, nous noterons B′ = l∩B, U ′ = l∩U = bB′, et ρ′ = ρ|B′ .
Pour p ∈ U ′, dénissons aussi ~Nl(p) le veteur unitaire normal à U ′ rentrant dans B′.
Montrons que la propreté radiale de ρ implique elle de ρ′.
Comme i ~Nl(p) ∈ Tp(U ∩ l), il s'agit d'un veteur de la forme ai ~N(p)+ y ave y ∈ TCp U .
On en déduit que
~Nl(p) = a ~N(p) + x, x ∈ TCp U
Remarquons que a est positif ar ~N(p) et ~Nl(p) sont tous deux des veteurs rentrants.
Supposons alors qu'il existe une suite de réels tk ց 0 telle que ρ′(p+ tk ~Nl(p)) onverge
vers β ∈M . Cei signie ρ(p+atk ~N(p)+ tkx) −→ β. Des estimations standard de distane
de Kobayashi montrent que dKB (p+atk
~N, p+atk ~N+ tkx) ∈ O(
√
tk). L'appliation ρ étant
ontratante pour la métrique de Kobayashi, dKM (ρ(p + atk
~N), ρ(p + atk ~N + tkx)) tend
vers 0. Don ρ(p+atk ~N) tend vers β ∈M e qui est faux puisque ρ est radialement propre.

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